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光と物質の相互作用

これまでは、光学現象を電磁気学というマクロな
立場から誘電率を使って説明してきました。

誘電率は分極の生じやすさをあらわす尺度です。
今回から3回にわたって、分極の起源を、格子や
電子の運動というミクロな立場に立って考えましょ
う。

機能材料のための量子工学第4章4.2より



これから学ぶ内容
第6回 イオン分極と赤外吸収

イオン分極と誘電率

ポラリトン

第7回 電子分極の古典電子論
自由電子の運動

束縛電子の運動

第8回 光学現象の量子論
誘電率の量子論

光学遷移の選択則



第6回 イオン分極と赤外吸収
誘電率と分極

イオン分極と誘電率

ポラリトン

格子振動の古典論

格子振動の量子論

赤外吸収線の数



誘電率と分極

電磁気学によれば、電束密度Dと電界Eの間には
D=εE= ε0 εrE= ε0E+P (1)

という関係が成り立ちます。Pは電気分極です。
分極は、もともと打ち消しあっていた正の電荷+q
と負の電荷-qが、電界によってuだけ相対的にず
れることによってできる双極子モーメントquの単
位体積あたりの総和で、P=Nquで表されます。

双極子モーメント



電気感受率・比誘電率

PがEの1次に比例するとします。比例係数を
電気感受率といいます。記号はχです。すると

P= ε 0χE (2)
となります。ここにε0は真空の誘電率です。
χを使うと、(1)式は

D=εE= ε0 εrE= ε0E+P=ε0 (1+χ) E
と表されるので、比誘電率は

εr=1+χ (3)
と表されます。従って誘電率は分極のしやすさ
の尺度です。



分極の分類
荷電粒子として、イオンを考えた場合をイオン
分極、電子を考えたとき電子分極といいます。

このほか、分極には、永久双極子の配向に
よって生じる配向分極があります。この分極は
デバイの分散式に従います。液晶分子の分極
はこのタイプです。光の周波数には追随しませ
ん。



誘電率と分極
誘電率は分極の生じやすさをあらわす尺度で
あるといえます。今回の授業では分極のミクロ
な起源を考えます。



イオン分極と赤外吸収

イオン分極は、正負のイオンが相対的に変位することに
よって起きます。相対変位をuとすると、古典的な運動方
程式

Md2u/dt2+Mω0
2u=qE (4)

が成立します。ここでは簡単のため減衰の項を考えない
でおきましょう。Mはｲオン対の換算質量、 qはイオン対
の有効電荷、ω0は横光学モードの格子振動の周波数で
す。
換算質量とは、 ２つの質点(質量m1、m2)の相対運動を記
述する見かけの質量で、
M=(m1

-1+m2
-1)-1と書くことができます。



イオン分極による比誘電率

イオン対の数をNとすると分極PはP=Nquで与えられます
から、(4)式をPに関する式に書き直すと、

d2P/dt2+ω0
2P=(Nq2/M)E (5)

となります。
ここで、e-iωt+iKxの形の解を仮定すると

(-ω2+ω0
2)P-(Nq2/M)E=0     (6)

となります。
従って、イオン分極による比誘電率は
εr=1+P/ε0E=1-(Nq2/Miε0)/(ω 2- ω 0

2) (7)
と、ローレンツ型の式で表されることがわかりました。
減衰については、上式のωをω+i/τと置くことによって考慮
することができます。



ポラリトン

格子振動には音響モード

と光学モードがあります。

イオン分極は音響モードの
振動では生じませんが、
光学モードの格子振動の
横波によって生じます。

Ｋが光の波数と同程度の小さな値をとるところでは、光の
場と分極波が結合してポラリトンという状態を作ります。こ
の状態は光と分極がエネルギーのキャッチボールをしてい
る状態であると解釈されます。これをポラリトンと呼びます。

図はキッテル：固体物理学入門による
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ポラリトンの分散式
運動方程式とマクスウェル方程式を連立で解く

先に述べたようにイオンの運動方程式は(6)式です。

(-ω2+ω0
2)Pi-(Niq2/M)E=0

光の場は、マクスウエルの方程式で与えられるので、

rotH=∂D/∂t=-iω(ε0E+Pi)
rotE=- ∂B/∂t=iωμ0H

となり、Hを消去すると

-ω2Pi+(c2K2-ω2)ε0E=0 (8)
となります。(6)式と(8)式を連立させて解くとポラリト
ンの分散関係が導かれます。



ポラリトンの分散式

(6)と(8)を連立させて、０でない解を得るためには、次の
行列方程式

が成立しなければなりません。これより、

ω4-(ω 0
2+Niq2/M ε 0-c2K2) ε 0 ω 2+ ω 0

2c2K2ε0=0 (10)
が得られます。
これが、ポラリトンの分散を与える式です。
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ポラリトンの分散曲線と
レストストラーレン反射

(10)式を解くと、ωは図に示すように２
つの解をもちます。
K→0に対してω→0であるような解を
ポラリトンの下の枝、
ω→(ω0

2+Niq2/Mε0)1/2なる解をポラリ
トンの上の枝と呼びます。

光と分極の結合の結果、ポラリトンの
取り得るエネルギーにギャップが生じ
ることがわかります。
このエネルギー範囲の光は結晶中に
入れず、強い反射を起こします。この
反射をReststrahlen反射とよびます。



NaClのレストストラーレン反射

図は食塩NaClの赤外
線の反射スペクトルで
す。

150-230cm-1の波数域
で高い反射率が観測さ
れます。

これがレストストラーレ
ン反射と呼ばれるもの
で、分散曲線のギャッ
プに対応します。
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格子振動の古典論[1]
１原子からなる1次元格子

このような系では原子の重さとバネ定数で決まるような固有振動数
が存在します．規則格子をもつ結晶ではこの振動は，ある一定の
波動ベクトルをもつ波として扱うことができます．

図 (a)に示すように，基本格子に質量Mの原子を１個だけ持ち，格
子間隔aで一直線に並んだ１次元の鎖の格子振動を考えましょう．

いま，簡単のため隣合う原子どうしの間にのみ力が働くと仮定しま
す．s番目の原子の変位usについて運動方程式を立てると

M(d2us/dt2)=C(us+1-us)+C(us-1-us)＝C(us+1+us-1-2us)        (11) 
となります。

佐藤・越田：応用電子物性工学(コロナ社，1989）

固体では原子どうしが化学結合という
バネで結びついていると考えられます．



格子振動の古典論[2]
1原子鎖における分散関係

解として
us=uq0exp(iωt-iqx)=uq0exp(iωt-iqsa)   (12) 

の形のものを仮定すると
- ω2M＝C(e-iqa + eiqa-2)=2C{cos(qa)-1}
＝-4Csin2(qa/2) (13) 

となり，固有振動数ωqとして
ωq =2(C/M)1/2|sin(qa/2)|              (14)

が得られます。これを振動数の分散関係という。

この振動数ω と波数q(=2π/λ)の関係を図 (b)に示します。

波数qが0の付近，すなわち，波長λが十分長いときは，振動数と波数とはほ
ぼ比例する関係を示す。
比例係数が音速を表します．すなわち，v = ω/qです。

格子振動の波長λの半分が原子間距離aに近づく，すなわち，波数qがブリルア
ン域の端(qm＝π/a）に近づくとこの比例関係はなくなり、分散関係は上に凸の
曲線になります。



格子振動の古典論[3] 
２原子からなる1次元格子

図 (a)のように単位格子に質量M1とM2の２種類の原子があって，原
子の間隔a/2で一直線上にならんだ鎖を考えると，分散関係はより
複雑なものになります．原子2が奇数番目，原子1が偶数番目にあ
るとすると運動方程式は，

M1(d2u2s/dt2)=C(u2s+1+u2s-1-2u2s)                (15)
M2(d2u2s+1/dt2)=C(u2s+2+u2s-2u2s+1)              (16)
の２つとなります．ここで

u2s＝u2q0exp{iωt-iqsa}                                  (17)
u2s+1＝u1q0exp{iωt-iq(2s+1)a/2}                   (18)
と置き換えると、運動方程式として

-M1ω2u2q0＝-2C{u2q0-cos(qa/2)･u1q0} (19)
-M2ω2u1q0＝-2C{u1q0-cos(qa/2)･u2q0}       (20)
を得ます。



格子振動の古典論[4] 
２原子からなる1次元格子に
おける分散関係

分散曲線は、図 (b)のように２つの曲線(分枝と呼ばれる）に分かれ
ることがわかります。
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格子振動の古典論[5] 
２原子からなる1次元格子
音響モード・光学モード

ω-はq=0付近で展開すると
ω-=[C /{2(M1+M2)}]1/2 ･aq (23)

となり，１種類の原子の場合と同じようにq=0でω=0である
ような分散関係の枝とななります．この格子振動を音響
モードとよびます。
一方， ω+はこれより高いエネルギーをもち，q=0付近で
展開すると

ω+ ={2C(1/M1+1/M2)}1/2 (24)
となって， ωは0でない一定値となり，qに対してωがあま
り大きく変化しないような格子振動の分枝となります．こ
れを光学モードととびます。



格子振動の量子論

今までの格子振動の扱いでは，格子振動の振幅
はアナログ量で表され,そのエネルギーは振幅の
二乗で与えられます。

しかし，量子力学の教えるところによれば，いかな
る調和振動子もそのエネルギーは任意の連続的
な値をとることは許されず，ある基本単位があって
その整数倍の値しかとることができないのです。

角振動数ωをもつ格子振動のエネルギーの単位は
hωで与えられ，これをフォノン(phonon)と呼びます。



フォノンの量子性
この描像に立つと角振動数・の格子振動の振幅
が大きいということは，エネルギー hωのフォノン
がたくさん励起されたと見るのです。

hωよりも熱エネルギーkTが十分大きい場合には
kTの中にhωがいくつも含まれるので、とびとびで

あることは無視できてほとんど連続量のように見
なされます。

低温になってkTがhωと同程度かそれより小さくな

ると格子振動のつぶつぶ性，すなわち，フォノン
としての性質が見えてくるのです。



フォノンの量子性：零点振動

絶対零度においてはフォノンは励起されないはず
ですが，不確定性原理のために(1/2) hωだけの格
子振動が存在します。これを零点振動とよびます。

したがって，n個のフォノンが励起された状態のエネ
ルギーEnは，

En=(n+1/2) hω (25) 
で与えられるのです。



フォノンはボース粒子

ある温度でどのような格子振動がどれだけ生じているかを
知るには，量子統計力学の知識を用います。

フォノンは電子とは異なる統計的性質をもちます。フォノ
ンはパウリの排他律に従う電子と違って，同じエネル
ギーにいくつもの状態が存在することができます。
このような性質をもつ粒子をボース粒子(boson）と呼びま
す。この統計によると，単位体積中のフォノンの濃度Ｎは

N∝1/{exp(hω /kT)-1} (26)
で与えられます。



赤外吸収線の数

基本単位格子にp個の原子があると、3p個のフォノン
ブランチ(分枝)があります。

そのうち、音響モードのフォノン分枝が3個なので、光
学モードの分枝は3(p-1)個です。

NaClの基本単位格子には1個の格子点があり、各格
子点に２個の原子からなる単位構造が所属するので、
p=2である。従って3p=6個のフォノンがあり、うち3個
が音響分枝、残り3個が光学分枝となります。
3つのうち、縦波LOが1個、横波TOが2個です。
赤外吸収で見えるのは、２つのTOフォノンのみです。



半導体のフォノン
Γ点におけるフォノンがどのような既約表現に属するかは、因子群解析が使われ
ます。結果だけを示すと、表のようになります。

ダイヤモンド型、閃亜鉛鉱型は立方対称をもち、光学フォノンは3重に縮退した
F2g(F2)表現に属しますが、ウルツ鉱では六方対称と対称性が下がり、2重縮退
のE1,E2モードと縮退のないA1モードとB1 (光学不活性)モードに分裂します。

構造 ダイヤモンド 閃亜鉛鉱 ウルツ鉱

空間群 Oh7 Td2 C6v4

物質例 Si, Ge GaAs, cubicZnS GaN, CdS, ZnO

単位胞の原子数 2   [2×3=6] 2   [2×3=6] 4   [4×3=12]

光学フォノン(Γ点) F2g(T2g) [3] F2(T2) [3] E1+A1+2E2+2B1 [9]

音響フォノン(Γ点) F2u(T1u) [3] F2(T2)  [3] E1+A1 [3]

中島信一：赤外・ラマン分光による結晶性評価；結晶工学分科会第10回講習会テキスト(1983)p.75



格子振動スペクトル

格子振動のスペクトルを調べることによって、ど
のような原子が関与しているか、どのような結合
状態であるのかなどの情報が得られるので物質
の同定や評価に「用いることができます。

格子振動は赤外線の吸収スペクトルやラマン散
乱スペクトルを測定することによって観測できま
す。これらは補完的な情報を提供します。

赤外分光およびラマン分光については、改めて
講義します。



第6回のまとめ
今回は、古典的な運動方程式を用いて、イオ
ン分極による誘電現象を学びました。

イオン結晶中では、格子振動によってイオン分
極が生じます。

イオン分極による分極波と光は結合してポラリ
トンという状態になっています。

ポラリトンの分散曲線には上の分枝と下の分
枝があり、その間にはギャップが生じ、レストス
トラーレン反射という強い反射を示します。
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